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O. Il problema del rimbalzo uni dimensionale.
Sia ii = [O,T] , f e Ll(ii;R).
Definizione.
-Diremo che u, lipschitziana in R, è soluzione del pdr (problema del
rimbalzo) se soddisfa le seguenti condizioni:
(i ) u < O 1n R •, ,
I [u(t) f(t)] ~ -(i i ) (t) dt O • teCo(R; [o,+=[)t < per ogm,
-R
(i i i ) per u < O
..
U - f = O nel senso de 11 e distribuzioni;
C/ (t) - ù+(O), -(i v) • teR esistono ù (t); esistono li (T)per ogm e
• ha:e Sl
t
+ I f(n) ù(n)dn
o
per te R
(conservazione dell 'energia)
•
Osservazione I
ù+(t) e sinistra
- L'esistenza per ogni t e R della derivata destra
-ù (t) segue dalla (ii), osservato che la funzione
t n
w(t) - u(t) - 1(1 f(~)d~)dn
o o
t n
F(t) - 1(1 f(~)d~)dn
o o
è concava e
è derivabile.
Diremo condizioni iniziali ammissibili per il p.Qj: condizioni del tipo
con O ~ te < T ,
,
S < O ,
.+ )U (t o = b
beR
,
oppure
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s = O • b < O.,
§ l. Approssimazioni non convesse per il pdr unidimensionale e teorema
di esistenza.
Sia (uh) una successione di funzioni per cui si abbia
e
[[Uh(t)+~h(Uh(t))1~(t)dt=[f(t)~(t)dt
R R
00 -per ogni ~eCo(R;R).
Su f e ~h (termine di penalizzazione) facciamo le seguenti ipotesi:
(l) f e Ll(ii;R) ;
(2) ~heCO(R;R)
~h (~)
- O
> O
per
per
~ :: O
~ > O •,
+ 00
•
~h(~) (l )
(3)2 l im - + 00.~..o+ ~f ~h(n)dnh ) 100
o
(l) Per esempio si può prendere
~h(~) = h(S3+1~13).
Altri esempi (comprendenti ~h non convesse) verranno dati alla fine
di questo paragrafo.
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Sussiste il seguente
Lemma l - Comunque si fissi una condizione iniziale (s,b) ammissibile
per il pdr, ogni successione (uh) di soluzioni dei proble-
•
ml
00 _
per ogni .eC.(n;R)
u~ (D) ; b
verifica le seguenti condizioni
[A] (uh) è equilipschitziana (quindi equicontinua) ed equilimitata;
[B] posto t
~h(uh(t)) - f ~h(uh(n))uh(n)dn ,
o
esiste c > D •per CUl
•per ognl heN -e ten'
- ,
[C] per ogni -t e n ri sul ta
max lim uh(t) ~ D .
h + + 00
Dimostrazione.
[A] Da (Ph) si ottiene l'identità dell 'energia
••(uh(t)uh(t)+uh(t)~h(uh(t)); uh(t)f(t) -•q.o. ln n;
l
2
-q.o. in n e quindi)
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-per ten .
A11 ora
t
O ~ ~ U~(t)~~ b2+f If(n)lluh(n)ldn ~ ~ b2+llfIILI(~;R)'lluhllco(~;R)
o
-per ogni ten e per ogni heN.
Qui ndi
Ilu 11 2
h CO(~;R)
•per ogm heN,pertanto
(5) Iluhll _ ~ costante (indipendente da h).
CO(n;R)
Da (5) segue [A] .
- -
t e n si abbiaSupponiamo che per
[B] Segue da (4) e (5), tenuto conto dell' i potes i su f.
[C]
max lim uh(t) > a > O;
h + + co
ne segue che per una opportuna estratta di nesce
aA11 ora
-
uh(k)(t) > a > O .
-
uh(k)(t)
f Wh(k)(~)d~ ~ f Wh(k)(~}d~ = ah(k)(uh(k)(t))
a/2 s
~ c,
contro l'ipotesi (3)1' •
Teorema l - Se (u h) (con uh soluzione del prob.lema (Ph)) converge
uniformemente in n ad una funzione u, allora u è solu-
zione del pdr.
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La dimostrazione si articola in diversi punti. Intanto u è lipschi!
ziana in n (per LA]) ed è non positiva (per [C]).
Provi amo (i i ) .
,.
[[uh(t)-f(t)h(t)dt -
rl
qui ndi
per ogni heN si ha
- f1Jih(uh(t) )P(t)dt ~ O,ii
[Uh(t)~(t)dt - [ f(t)~(t)dt ~ O
rl rl
allora, per h ~ + 00, rlesce
•,
..
fu(t)~(t)dt -
-
rl
ff(t)~(t)dt ~ O,
-rl
cioè f[u(t)-f(t)]~(t)dt ~ O.
rl
Dimostriamo, ora, la condizione (iii).
Per u(t) < O, uh(t) e non positiva definitivamente; allora, da (Ph),
..
uh - f = O (definitivamente) nel senso delle distribuzioni e quindi,
••per l'ipotesi, u - f = O nel senso delle distribuzioni.
Osservazione II - Per u(t) < O si ha q.o.
defi ni ti vamen te,
quindi la successione (uh) è equicontinua; poichè (uh) è anche equi
limitata (cfr. (5)), la successione (uh) ha una estratta che converge
uni formemente.
E' così provata l'esistenza di U per u(t) < O e la sua continuità.
Resta da provare la conservazione dell 'energia.
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A tale scopo premettiamo alcune proposizioni.
[D] Esiste una opportuna estratta di (uh), indicata ancora con (uh),
ed esiste una funzione non negativa, uniformemente continua, ~ per CU1,
lim ~h(t) = ~(t)
h++=
-
uniformemente in n.
Dall 'identità dell 'energia (4) e dalla (5), segue che
I I~hl ICO(~;R) ~ costante; inoltre da
segue che (~h) è equicontinua.
La tesi segue dal teorema di Ascoli-Arzelà.
Osserviamo che per u(t) < O risulta
[E] Si a ,en zero isolato di u, allora
Infatti, essendo
u- (T) = l i m _u(t) [ Àl] e
t .,. ,
e per tI"" +e t 2 .,., , dalla continuità di ~, si ha
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Ne segue che 1À1 1 = I À2 1·
E' facile riconoscere (tenuto conto del fatto che u è non po-
sitiva ) che non può essere À1 = À2 se non per À1 = À2 = O .
Osservazione III - Nelle
(6) Ù (,) ~ max lim ùh(')
h -.. -t<o
Dim.
Sia t > ,
ipotesi del teorema l, per ogni
~ min lim ùh(') ~ ù+(,) .
h -+"'"CXl
si ha
o o
da uh(t) = f(t) - wh(uh(t)) q.o.
t t
ùh(t)-ùh(,) - f f(n)dn-f wh(uh(n))dn ~, ,
quindi
si ha
t
f f(n))dn;
,
t n
uh(t)-uh(,) ~ (t-,)ùh(,) + f (ff(s)ds)dn ., ,
Pertanto
u(t)-u(,)
da cui
mi n l im
h -.. + 00
t n
ùh(,)+ f(ff(s)ds)dn, ,
u(t)-u(,)
t - ,
~ min lim
h.,.+oo
t n
f (ff(s)ds)dn;
, ,
+per t.,., si ha
(7) U'+(T) o lO, ~ ml n lm
h.,.+oo
•
Sia ora t < ,; con procedimento analogo al precedente si ottiene
(8) ù (,) ~ max lim ùh(')
h .,. + 00
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Da (7) e (8) segue la (6).
••[F] ~ T è uno zero interno agli zeri di u, risulta Ù(T) - U(T)= O
~ lim Ùh(T) = Ù(T) .
h+tco
(cfr. osservazione III).
[GJ Se U(T) = O ed esiste un intorno l El T per cui:
per t < Tu(t) < O
u(t) - O 'p!r t > T
-
('p!r t > T) , te l
(per t :: T) , te l ,
a11 ora
Dim. Intanto nelle ipotesi di [G] è ~(T) = O.
Se ciò non fosse vero, sarebbe in un opportuno intorno 10(~ l)
~(t) > cr > O. Detto I: = {teIOlt>T}, si avrebbe u(t) = ù(t) - O
ed anche, per l'osservazione III, lim ùh(t) = O in
h)ICD
l° .
+
Allora per ogni tel:, risulta ~h(uh(t))>cr definitivamente e, per
l'ipotesi (3)2' lim ~h(uh(t)) = + ~.
h+tco
Inoltre è facile provare che esiste una costante CO > O (indipende~
te da h) per cui
t z
-O f ~h(uh(n))dn :: CO • tI' tze Q.< per ogm,
tI
Si a, il più piccolo intero positivo maggiore di 2 COora, m ,
tz-t l
essendo [tI' t z] e l°+ .
Consideriamo la successione di funzioni, misurabili e limitate,
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< m,
m •,
per ognl heN.
tale successione converge puntualmente alla funzione costante m.
Riesce inoltre t t
2 m 2J {~h(uh(t))} dt~J wh(uh(t)dt ~ CO
t j t j
Per il Lemma di Fatou si ha m(t2-tj)~
Ora, da ~(t) = O segue che lim u2(t) -
t+,-
CO; quindi un assurdo.
O e perciò lim u(t) - O
t+,
Ne deduciamo così l'esistenza di ù-(t) - O = u+(t) .
Osserviamo esplicitamente che è anche ~ (t) = O per te I , t > t.
[H] Se u(t) = O e , è d'accumulazione di zeri di u, allora
u(t) = O.
In questo esiste • di punti (sh) •caso una succeSSlone per CUl
u(sh ) < O, u(sh) = O e lim sh =t •
h++oo
lim[u-(t)] 2 lim[u+(tlF·Ne segue che l im Ht) = O - -
t+t t+t t+t
Osservazione IV.
Da quanto provato in [D] - [H] segue che:
e
•ln - ,
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-q.o. in ~ ((uh) non convergendo, eventualmente,1im uh = Uh+to>
negli zeri isolati di u).
•
-per t e ~
I
Dall 'osservazione precedente segue la condizione (iv). Infatti,per
il Teorema di Lebesgue, dalla (4)(passando al limite, per h + + ~, per
una opportuna estratta, cfr. [D]) si ottiene
l l t
"2[u±(t)]2 = "2 b2+ ff(n)u(n)dn
o
Da quanto provato segue il teorema l.
Osservazione V -
Da quanto dimostrato risulta che se sopprimiamo l'ipotesi (3)2' la
(iv) può essere formulata solo in questi termini:
"esiste una funzione <l>(t) ~ O, uniformemente continua, per CUl
l t
"2 b2+ff(n)u(n)dn = <l>(t)
o
con
<l> (t) per u(t) < O".
Corollario.
Nelle ipotesi poste, per ogni dato iniziale (s,b) ammissibile per
-il pdr esiste almeno una soluzione del pdr in ~ con dati inizia-
-
.l.!.. (s,b); essa è limite uniforme in Sì di una successione (uh) di
soluzioni del oroblema (Ph)·
Dim.
Per la [A] del Lemma 1, fissata una qualsiasi successione (uh) (di
soluzione di (Ph)) esiste una estratta uniformemente convergente in ~
ad una funzione u, soluzione del pdr in ii (per i l Teorema l). I
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Osservazione VI - Si riconosce facilmente che l'ipotesi (3)2 può
essere sostituita dalla seguente
(3)2' Esiste crescente in n , tale che
e per n > O lim 0h(n) - + ~ .h+to>
Diamo alcuni esempi per la scelta dei termini di penalizzazione
~h verificanti (3)1 e (3)2'
l) Sia, per ogni heN,
O per
•,
a.~ )
l
per ~ > O
con a. > O, per ogni i = 1,2, ... ,n.,
2) Sia, per ogni heN,
o ~:::O
•
Illustriamo, infine, un caso per cui si verifica (3)1 e (3)2' .
3) Sia veC 1 (R;R) con v(~) = O per ~ ~ O.
~ .•per ogmelimv(~)=+~
~+to>
Allora ~h(~) - hv(h~) verifica (3)1 e la (3)2' con 0h(n) = hn.
Supponiamo che
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§ 2. Ulteriori proprietà delle soluzioni del pdr.
-Nella ipotesi feCO(n;R) per le soluzioni del pdr di cui al teore
ma l, sussistono i seguenti fatti:
LI] Se per Ten si ha U(T) = U(T) = O ed f(T)<O, allora T è
••
è uno zero isolato di u ed inoltre U(T) = f(T) .
Oim.
Per la continuità di f e l'ipotesi f(T) < O si ha che esistono
Tl < O, o > O ta1i che per ogni h e N e t e] T - o, T + o[ si ha
• • ••
uh(t) ~ uh(t) + ~h(uh(t)) - f(t) < Tl < O; in definitiva, per heN e
••
t e]T , T + 0[, uh(t) < Tl < O. Allora per t e JT'T+O[ , risulta
e quindi
(9) < Tl •
Essendo U(T) = O, e anche lim uh(T) - O ; pertanto da (9), per
h 'I~
h ~ + ~. si ottiene
(10) u(t) < O per
Analogamente si ha
(11 ) per
Da (10) e (11) segue la tesi, tenendo anche conto della continuità
di f.
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[L] Sia T e n ta le che U(T) = Ù(T) = O;
(j) Se f(T) > O a11 ora T è zero interno agli zeri di u.
-
(jj) Se f(T) - O T può non essere zero isolato.
-
••
In ogni caso ri I>ulta u( T) = O
Dim.
so, si otterrebbe, per un opportuno intorno di
(j) Non può esistere un intorno • •l n CU1 u(t) f O; in questo ca
T , u(t) > O .
In base a ciò, per provare quanto asserito, basta riconoscere che
non può essere uno zero di accumulazione per zeri isolati di u. Se, a110
-
ra, T fosse di accumulazione per zeri isolati di u, esisterebbe una suc
•ceSS10ne
torno di
( ~h) ù(Ch) = O l im Ch
• • opportuno i~con e = T; slccome l n un
h->+oo ù(çh) -Ù(T)
• • ••
è u(t) = f(t), segue che f(T) = U(T) = l im =0.T ne ç - Th->+oo h
Pertanto è zero interno agli zeri di u.
(jj) E' sufficiente provare che sono vere le seguenti asserzioni:
Se T è minimo relativo per f, allora non è zero isolato per u.
= Se T è massimo relativo proprio per f, allora T è zero isolato
per u.
- Se lo fosse • un opportuno intorno J di si avrebbe1n T ,
u(t) = f(t) O; integrando • ottiene u(t) ~ O • J.> Sl 1n
-
= Per l'i potes i su f, esiste un intorno J di T, per CU1
( l 2)
Se esistesse un intorno J l ~ J in cui u(t) = O, si otterrebbe, per
[I] , che tali punti sono zeri isolati di u. Ne segue che per provare
l'asserzione basta provare che T non è punto di accumulazione per zeri
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••isolati. Se lo fosse, dovendo essere u(t) = f(t) in un opportuno intor
no di T, si otterrebbe f(t) ~ O per qualche punto in J.
Si riconosce che, comunque, è
§ 3. Problema de11 'unicità.
Esempio di non unicità.
•
Diamo un esempio di non unicità per il pdr unidimensionale con f
di classe C~(2).
Per la costruzione è utile la seguente considerazione di facile verifi
ca.
~Sia heCo(R; [O,t=[l, soddisfacente le condizioni
fh(t)dt = l
R
e ftoh(t)dt = O
R
, a11 ora posto
(h*v)(t) = fv(t-y)h(y)dy, • haSl
R
(a) h*v - èe convessa se v convessa )
(b) h*v - v se v(t) = a t + b •
Consideriamo ora
u-I;l) i _~., l~1
o
•
-
, .. \
/
•
t
(2) Il fenomeno di non unicità ci è stato segnalato (oralmente) dal prof,
L. Amerio.
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2
W(t) = max{2-(n+l) (2-(n+l)_ t);
n
-(n+l) -nper 2 ~t~2.
~ia
E
00heCo(R; [O,+oo[) con h(t) - O per
l
f t·h(t)dt = O
-l
l
Itl ~ l, f h(t)dt - l
-l
Per ogni neN h(e t)
n
dove è
5-1 2-(n+l) (l 22n+l)-1 ed a tale cheO<e<··+ n
n'
f h (t )dt = L
R n
Posto u(t) = (h .W )(t)
n n
per 2-(n+l)~ t ~ 2- n, risulta u(t) ~ O.
Inoltre es i stono , (o )
n
2-(n+l)con < y < o
n n
-n
< 2
•per CUl -(n+l)2 ~t~Yn a (t-y)n
-no < t < 2n' ,
Ne segue, cfr. (b),
-a'(t-y)+b' .
n n
U(t) = VI (t) -(n+l) -nper 2 <t<y o o <t <2 •n ' , n n' ,
•• 1/(O)Inoltre per la (a) u(t)~O. E' altresì evidente che u(O) - O- .
Posto, in [O,l],f(t) = ~(t), f ri sulta traccia di una funzione di classe
00
- [O, l]C . Consideriamo il pdr i n il col dato f e condizione • • •- lnlZla
le ammissibile (0,0) nello zero.
E' evidente che la funzione u(t) precedentemente costruita è soluzione
di ques to pdr con le condizioni iniziali assegnate. E' facile altresì
provare che la funzione identicamente nulla è anche soluzione dello stesso
pdr.
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§ 4. Alcune condizioni sufficienti per l'unicità della soluzione del pdr.
Sussiste il seguente
-Teorema 2. Se f è costante a tratti in n, allora il pdr ammette
-
una unica ~luzione in n verificante un assegnato dato
iniziale ammissibile (s,b).
Dim.
-E' sufficiente provare il teorema per f(t) • n Per c= O= C 1n •
- 'unicitl è ovvia; sia allora c -f O. Se u è soluzione del pdr verifi
cante le condizioni u(O) = s, i/ (O) b, • ha (dalla (iv))- Sl
(13) t[Ù+(t)]2 = ~ b2 - s c + c u(t)
Da (13) ricaviamo, per u(t) = O,
-per t e n.
(14 ) + 2 2[u-(t)] = b - 2 s c •
La tesi consegue, allora, in virtù di noti teoremi di unicitl locale,
dalle seguenti osservazioni.
1. Se è b2 - 2 s c • O, tutti gli eventuali zeri di u sono isolati;
i noltre se Tl e sono due zeri consecutivi (T2'Tl ) si ha:
da CU1
(16 ) T -T = ~I b2 - 2 s c2 l c •
Da (15) segue che (c) per c<O u ammette al più uno zero,(d) per c.O gli
zeri consecutivi di u sono equidistanti (e quindi sono in numero finito).
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2. Se è 2b - 2 s c - O si ha
(e) c > O : u(t) ~ O e quindi u(t); O (per (13));
ammette al più uno zero.(f)c<O:u
-=--_=::..:..:.=-=.:.......r..:...=-:=-..;:.::.;.-=-
Per provare che (f) è vera, basta tenere conto che si ha:
u ha solo zeri isolati e non può avere più di uno zero isolato;
che u non possa avere più di uno zero isolato segue da (15); che ab-
bia solo zeri isolati segue dal fatto che negli zeri T di u è U(T) - O
ed f(T) < O. Evidentemente u non ha zeri se b2 - 2 s c < O. •
La dimostrazione del teorema 2 suggerisce il seguente risultato.
hanno entrambe un numero finito di zeri eTeorema 3. Se ul ed u2
sono soluzioni in del pdr con dato -feCO(n;R) e stesse
condizioni iniziali ammissibili (s,b) ,allora coincidono in
n.
Oim.
Basta tenere conto del fatto che per • problemi di Cauchy del tipol
jU(t) ; f(t)
••
u(t) - f(t)
u(O) ; s U(T) - O
u+(O);b -U(T) - -U (T)
feCO(n;R) e verifica la condi--•ln n conpdr
c'è unicità locale .• Sussiste inoltre il seguente
Teorema 4.
Se u è soluzione del
•Zlone
"esiste p>O tale che [U±(T)J2 ~ p,
allora u è l'unica soluzione del pdr.
"per u (T) - O,
- 19 -
Dim.
La condizione posta assicura che gli eventuali zeri di u sono isolati.
Iroltre, per f > 0,(3) considerando due zeri isolati consecutivi '1"2'
s ha
.. - +u(~)('2-'1) = f(~)('2-'1) =u ('2) - U ('l) =
=IU- (,2) I+IU- (, l ) I ~ 21p > O .
Da ciò
(17 ) ---=2:.:...1P.::: > 2!P,
f(~) M
dove M= ma~ f(x) .
X€n
La (17) assicura che siamo nelle ipotesi del teorema 3. I
Concludiamo col
Teorema 5. Sia -f € CO(n;R) . 1-con f € L (n; [o,+o>[);
(g) Se f(O) > O, per ogni condizione iniziale ammissibile (s,b) # (0,0),
-esiste una unica soluzione del pdr in n.
(h) Per ogni
glianza
Dim.
condizione iniziale
2b -2sf(0»0 il
ammissibile (s,b) verificante la disegua-
-pdr ammette una unica soluzione in n.
Da 11 a conservaz ione de 11 'energi a segue
(18 ) l [.± ]2 l 22 u (,) ~ 2 b - s f(O) . per u(,) T O.
(g) Dalla (18) segue l'unicità in virtù del Teorema 4.
(3) Osserviamo esplicitamente che se f ~ O, c'è unicità per la soluzione
del pdr, essendoci al più uno zero per u.
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(h) Intanto é (s,b) # (0,0) .
Se fIO) > O si ricade nel caso (g) ;se fIO) < O, si ha che per
f(t) ~ O u ha al più uno zero e per f(t) > O valgono le considerazio
ni di (g). I
Per il Teorema 5 si può prendere ad esempio
f(t) - a t + 1 con a ~ O, te [O,T], oppure
f(t)
n
- .Lo1=
1
a.t1 . a . ~ O (i =0, 1, .•.n ), te [O, T] .1
